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摘   要   针对多级评分项目计算机化自适应测验，推导双因子等级反应模型 Fisher 信息量的计算，然后将“维度缩减”方法运用到

后验加权 D 优化（PDO）、后验加权 Kullback-Leibler（PKL）、连续熵（CEM）和互信息（MI）方法，并在低、中、高双因子模

式下比较它们的表现。模拟研究表明：（1）双因子模式越强，全局因子估计精度降低，局部因子估计精度提高；（2）相同实验

条件下，CEM 方法的测量精度最高，PKL 方法的估计精度最低，其它方法没有显著差异。
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1   引言

计 算 机 化 自 适 应 测 验（computerized adaptive 
testing, CAT）根据被试潜在特质水平自适应地选择

测验项目，极大地提高了测验效率。CAT 的另一个

特征是它可以灵活应用各种测量模型，如项目反应

理论模型、多维项目反应理论模型和认知诊断理论

模型。

双 因 子 模 型 假 设 测 验 考 察 一 个 全 局 因 子

（general factor, G）和多个特定领域因子或称为局

部因子（specific domain factor or group factor, S）。它

是一类特殊的多维模型，曾用于大量有关智力测验

（Watkin & Beaujean, 2014）、自我领导测验（Furthner, 
Rauthmann, & Schse, 2015）、 学 校 适 应 不 良 行 为

（Wiesner & Schanding, 2013） 、教育成就测验测验

（ Cai, Yang & Hansen, 2011; DeMars, 2006）以及精

神病诊断筛选测验（psychiatric diagnostic screening 
questionnaire, PDSQ）的结构分析（Gibbons, Rush, & 
Immekus, 2009）。这些研究表明双因子模型符合认

知能力、心理特质、精神病理等多类测验的结构特征，

很多情况下比其它竞争模型（如单维、高阶和相关

特质模型）能更准确地反映量表维度。

针对双因子模型多维 CAT （MCAT），Weiss
和 Gibbons （2007）在具有双因子结构的题库中将

CAT 分为多个阶段，每个阶段测量一种能力。通过

多个单维 CAT 依次测量全局因子和局部因子。与纸

笔测验相比，双因子 CAT 的测验长度平均减少了

80%，实际节省约 82% 的测验时间。Zheng, Chang
和 Chang（2013）在双因子题库中考察了内容约束

条件对测量精度和项目使用率的影响。由此可见，

双因子模型 MCAT 实际可行，兼具双因子模型和

CAT 的优势，具有广泛的应用前景。

Seo（2011） 将 MCAT 项 目 选 择 和 能 力 估 计

方法应用到双因子项目反应理论模型（Cai et al., 
2011），在 MCAT 中同时估计全局因子和局部因子。

Seo 和 Weiss（2015）进一步在低双因子结构、高双

因子结构和似双因子结构题库中比较了 D- 优化、

DS- 优化，A 优化和 E 优化四种项目选择方法。

 上述研究都针对二级评分项目探讨双因子

MCAT 项目选择方法。多级评分项目与相同项目

二 分 化 后 相 比， 能 提 供 更 多 信 息 量（Samejima, 
1976）。van Rijin, Eggen, Hemker 和 Sanders（2002）

发现，与二级评分项目库相比，多级评分项目库对

极端能力被试的估计误差更小。特别地，CAT 背景
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下使用多级评分项目还能降低测验长度、调整项目

曝光率（Ayala, Dodd, & Koch, 1992）。Lin（2012）

指出自从在 K-12 系统和其它高风险测验中使用多级

评分项目，测量多种能力和使用多级评分项目的测

验已变得越来越重要。鉴于此，本文以多级评分项

目为研究对象。

 MCAT 中随着测验考察维度的增加，多维能力

积分的计算越复杂。这常常阻碍后验加权 Kullback-
Leibler 信 息（PKL）、 连 续 熵（continuous entropy 
method, CEM）和互信息（mutual information, MI）
的应用。而双因子模型通常假设全局因子与局部因

子，局部因子之间相互独立。在此基础上，双因子

模型“维度缩减”方法在能力估计中能将多个维度

能力的积分运算化简为多个二维迭代积分（Cai et 
al., 2011）。于是，“维度缩减”方法能否应用于

PKL、CEM 和 MI 方法以简化计算成为本文的核心

问题。研究通过推导双因子等级反应模型下 Fisher
信息量，运用模拟实验比较上述选题方法的表现。

2   双因子模型

2.1   双因子等级反应模型

Holzinger 和 Swineford（1937） 在 Spearman 两

因素模式基础上推广提出双因子模型。项目水平的

双因子模型要求每个观察变量测量全局因子和一个

局部因子，多个观察变量共同测量一个局部因子。

双因子模型中假设测验考察全局因子 θ0 和 G 个

局部因子 θ1, ..., θG 即 θ 。项目 j 只考察

全局因子和一个局部因子 θg，因而其区分度向量为 
。令项目 j 有 K 个反应类别， 

表示被试 i 在项目 j 的反应，

表示项目难度。则双因子等级反

应模型作为两步模型，首先需要计算作答反应大于

等于类别 t（t=1,2,…,K-1）的概率：

    （1）
特别地， 。于是，第 t 个类别

上的作答概率 等于相邻两个类别累积作答概率的

差，即

           （2）
2.2   双因子等级反应模型的 Fisher 信息矩阵

记 反 应 时， 指 示 函 数

，否则 。假设测验考察 p 个

维度，项目 j 的 Fisher 信息量为p×p 维矩阵，其（m, 

n）元素定义为：

                     （3）

其中 ，
并且

    （4）

                                               （5）
 
经化简、求导和求期望后，可得项目 j 的 Fisher

信息矩阵为：

 

（6）
注意到，二级评分两参数 logistic 模型的结果是

（6）式的特例。

3   项目选择方法

令 Sk-1={i1, i2,...,ik-1}、Xk-1={xi1, xi2,...,xik-1} 和 Rk 分

别表示被试 i 已施测项目集合、对应项目的反应和

剩余题库。首先，记 包含集合 Sk-1 中考察第 g
个特殊因子的项目，并记 表示影响项
目作答的能力因子。当项目 ij 考察第 g 个特殊因

子时，指示函数 uij, g=1，反之 uij, g=0。其次，函数

中 能 力 满 足 独 立 性 假 设， 即 联 合 分 布 为

。另外，

项目反应满足局部独立，并且考察不同特殊因子的

项目集合之间不相交，于是

 （7）

令  ，则

                                                                （8）

 3.1   贝叶斯 D- 优化方法（DO）

贝叶斯 D- 优化方法是 MCAT 中最基本和常用

的选题方法（Segall, 1996），其项目选择指标表示为：

                     （9）
其中， ， 与 分

别表示已经施测项目集合和候选项目的 Fisher 信息

矩阵， 代表能力先验分布方差协方差矩阵的逆矩
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阵。

3.2    后验加权 Fisher 信息 D- 优化方法（Posterior 
weighted Fisher D-optimality, PDO）

由于测验初期能力估计不准确，PDO 方法将选

择使后验加权Fisher信息矩阵行列式值最大的项目，

即：

     （10）
其 中 表 示 以 为 中 心，δk 为 半 径

的 领 域，δk 通 常 取 值 为 （Wang & Chang, 
2011）。根据矩阵积分计算法则，（10）式中 m

行 n 列元素等于对 中 m 行 n 列元素积分，即

。

由于 ，根据（8）式，有

 
                              （11）

由此可见，利用“维度缩减”可将 PDO 的计算

化简为 G 个二维迭代积分计算。特别地，若记每个

因子有 Q 个积分节点，全局因子维度的积分节点记

为 oq0，第 g 个局部因子的积分节点记为 oqg，则（11）

式运用数值积分近似等于：

                            （12）
3.3   后验期望 Kullback-Leibler 方法（Posterior Expected 
Kullback-Leibler Information, PKL）

PKL 依据（13）式来选择第 ik 个项目（Wang & 
Chang, 2011），

 （13）
将项目 KL 信息量代入（13），依据（8）式对（13）

式化简，可得，

 

。

3.4  连续熵方法（Continuous Entropy method, CEM）

CEM 方法依据被试 i 在施测第 ik 个项目后能力

后验分布 的期望后验连续熵选择项目，

其标准为：

(14)

其中，  
。 经 化 简， 项 目 ik 的 连 续 熵 与

成正比 , 其中

                                                   （15）

                                               （16）
在双因子模型假设下，D(t) 可以继续分解为

E+F，且，

                                                              （17）

 

      （18）

3.5   互信息项目选择方法（mutual information method, 
MI）

假设X 代表 ，Y 代表 ，互

信息定义为 X 与 Y 的联合的分布与它们边际分布乘

积的 KL 距离，即 MI 选题标准为：

                               
                              （19）

项目 ik 的互信息可化简为：

 

          （20）

其中，
也可化为二维迭代积分

。
由此可见，“维度缩减”方法可以运用到上述

方法的计算。

4    研究设计

研究采用 MATLAB（R2010a）为工具编写 CAT
代码，在低、中和高双因子模式题库中比较贝叶斯 D-
优化方法、PDO、PKL、CEM 和 MI 方法的选题表现。

4.1   题库的模拟

借鉴 Seo 和 Weiss（2015）的研究，本文模拟生

成生低、中和高双因子模式题库，每个题库包含 400
个项目。假设每个题库中前 200 个项目考察第一个

局部因子，区分度向量为
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；后 200 个项目考察第二个局部因子，区分度向量

为 。特别地，aj0 服从对

数正态分布，即 。aj1 和 aj2 服从均

匀分布，即 aj1~U(0，aj0·p) 和 aj2~U(0，aj0·p)。其中，

p=cos(π/3)，cos(π/6)，1 分别对应低、中和高双因子

模式的题库。p 值越大，全局因子和局部因子在项

目上的区分度的差异越小，题库的双因子结构越强，

因而称为高双因子模式。p 值越小，项目在这两个

维度上的区分度差异越大，则项目主要考察全局因

子，从而称为低双因子模式。

另外，van Rijin 等（2002）指出多级评分单维

CAT 背景下，包含三个反应类别的项目表现最好。

因此，研究假设多级评分项目具有 3 个评分类别。

为保证项目步骤难度递增且其分布能覆盖能力范

围，假设项目 j 的步骤难度参数服从均匀分布，即

bj1~U(-4, 2) 和 bj1~U(bj1, 4)。
4.2   模拟被试及作答反应

从标准多变量正态分布中随机产生 2000 名被

试。运用双因子多维等级反应模型计算被试 i 在项

目 j 上反应类别k 的累积概率 ，并产生（0, 
1）区间的随机数 pij。当 时，反应为 0；当 

时，反应为 1，否则反应为 2。
4.3   能力估计方法

依据 Yao （2014）和 Huebner, Wang, Quinlan 和 
Seubert （2016）关于能力估计方法研究的结果，基

于能力估计精度和计算简便性考虑，本文采最大后

验估计（maximum a posterior, MAP）估计能力。能

力先验分布服从标准多变量正态分布，迭代结束标

准为所有能力维度上前、后两次估计值差的绝对值

小于 0.001，最大迭代次数为 25。

4.4   评价指标    
测 验 长 度 为 40， 每 施 测 5 个 项 目 时 依 据

计 算 欧 氏 距 离。 根
据能力估计值与真值的相关、能力估计值的平均

绝对值误差（average abosutle bias, ABS）、平均均

方根误差（root mean square error, RMSE）和欧氏距

离来评估能力估计精度。其中 l(l=0, 1, 2) 维度上的

ABS 和 RMSE 分 别 为：

和 。 一 般 地，ABS、
RMSE 和 EDU 的值越小，表明能力估计越准确。

5   结果

表 1、2 和 3 分别统计了低、中和高双因子模式

题库中各能力维度估计值与真值的相关、均方根误

差和绝对值偏差。

 固定任一选题方法时，双因子模式越强，全局

因子 G 的相关系数越低、RMSE 和 ABS 的值越大；

而局部因子 S1 和 S2 的相关越高、RMSE 和 ABS 的

值越低。换句话说，双因子模式越强，全局因子的

估计精度越低，局部因子的估计精度越高。这与

Seo 和 Weiss（2015）的结论一致。因为模拟实验中，

全局因子在项目上的区分度分布保持不变，而局部

因子在项目上的区分度的值随双因子模式的增强而

增大。于是，双因子模式越强，项目对局部因子提

供的测量信息越多，局部因子的估计精度越高。双

因子模式越弱，项目则主要考察全局因子。因此全

局因子的估计精度随双因子模式的增强而有所降低。

固定双因子模式时，无论是全局因子还是局部

因子都有（1）PKL 方法中相关系数的值明显低于其

它方法的结果，其它方法的相关系数没有显著差异；

（2）PKL 方法的 ABS 和 RMSE 显著大于其它方法

的结果；（3）CEM 方法的 ABS 和 RMSE 总是小于

其它方法的结果；（4）贝叶斯 D- 优化、PDO 和 MI
方法的 ABS 和 RMSE 没有明显差异。总体上，依据

相关、RMSE 和 ABS 推知 CEM 的测量精度最高，

PKL 方法的能力估计精度最低。PDO 方法，DO 方

法和 MUI 方法的结果相似，稍次于 CEM 方法的结果。

图 1 为不同因子模式下，各种项目选择方法在

测验长度为 5 的倍数时欧氏距离的折线图。40 个项

目共记录 8 个欧氏距离。由图 1 可知，（1）双因子

模式越强，相同方法在同一测验长度处的欧氏距离

越小。换句话说，双因子模式越强，题库项目在局

表1  各种方法在低、中和高双因子模式题库中能力估计值与真值之间的相关
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部因子维度上的区分度提高，项目质量更优。因而，

整体能力水平的估计精度提高。（2）固定双因子模

式时，PKL 方法的欧氏距离最大，CEM 方法的欧氏

距离最小，MUI、PDO 和 D- 优方法的欧氏距离没

有明显差异。模拟实验中测验长度为 40，测验初期

能力估计不准确，各种方法之间的差异不明显。随

着测验的进行，不同方法的特征慢慢突显，当测验

长度大于 20 时，不同方法的欧氏距离差异更加明显。

低 中 高
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双 因 子 模 式
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离
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 图 1    低、中和高双因子模式下欧氏距离图

6    结论和讨论

双因子模型作为一类特殊的多维模型，已广泛

应用于分析心理量表、病人自我报告、教育调查以

及教育评估测验获得的数据。双因子项目反应理论

模型的提出和 CAT 技术的成熟与实践，进一步推动

了双因子模型的应用。目前，双因子模型 MCAT 的

研究还很少，主要针对二级评分项目背景下考察项

目选择问题。多级评分项目作为一种重要的项目类

型，其项目选择计算往往比二级评分项目更复杂。

特别是 MCAT 中，具有前途的项目选择方法（如：

Kullback-Leibler 信息量、互信息、连续熵）往往因

测验考察维度数量的增加而更加复杂。    
本文针对多级评分项目，推导了双因子等级反

应模型 Fisher 信息量的计算，然后考察双因子模型

“维度缩减”方法在项目选择方法中的应用。结果

发现，对 PKL、CEM 和 MI 方法而言，“维度缩减”

方法对能力的积分运算进行恰当重组，将高维积分

简化为多个二维迭代积分，从而降低计算复杂度，

缩短计算时间。研究中 2000 名被试作答 40 个项目，

运用 D- 优化方法选题仅需 1 小时，其它方法也只需

要两小时。平均来讲，每个被试完成 40 题需要 4 秒

时间，这完全满足 CAT 对运行时间的要求。其次，

CEM 方法的估计精度最高，PKL 方法的测量精度最

低。PDO、DO 方法和 MUI 方法的精度相似，稍次

于 CEM 方法的结果。这与 MCAT 中研究结论有许

多一致之处（Lin, 2012; Wang & Chang, 2011）。

值得注意的是，本文采用模拟研究方式，项目

参数和被试特征不能完全反映实际情况。今后还有

待在其它实验条件开展 CAT 研究，建构双因子模型

题库开展实证研究。另外，MAP，MLE 和 EAP 能

力估计方法具有不同特点，考察他们是否影响不同

方法的选题结果也是今后有意义的研究问题。此外，

双因子模型 CAT 作为一个重要的应用领域还有很多

问题值得进一步研究。例如，Zheng 等（2013）只

考察了修正的内容约束方法在实际题库中的表现，

研究受到实际题库容量小的限制。今后还有待在容

量更大的题库中考察多种内容约束方法的表现。又

如， 针对包含二级和多级评分项目的混合测验而言，

表2  各种方法在低、中和高双因子模式下RMSE的结果

表3  各种方法在低、中和高等双因子模型下的平均绝对值偏差条件统计表
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探索最优测验设计如多级评分项目的施测比例和呈

现方式等也都是有意义的研究问题。
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Comparion of Bifactor MCAT Item Selection Criteria for 
Polytomous Items

Mao Xiuzhen, Liu Huan, Tang Qian
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Abstract   Bifactor model assumes that the test involves a general factor and multiple group factors.Numerous analyses on the structures of psychological 

trait measurement, school education survey, medical survey, and diagnostic testing have shown that the bifactor model could well represent the 

construct structures of the tests, surveys, or scales, and it has shown better model-data fit than other competing models (e.g. unidimensional, higher-

order, and correlation models). The bifactor CAT has proved to be a practical approach that could substantially reduce the burden of respondents while 

increasing testing efficiency (Gibbons, et al., 2007). However, the number of dimensions in multidimensional CAT usually becomes an obstacle to the 

application of many famous item selection method, especially for the polytomous items. 

This study focused on the formula of information matrix for polytomous items and how to simplify the computation of item selection method 

using the dimension reduction method. First, the Fisher information for bifactor grade response model was derived; Then, the dimension reduction 

method was applied to the computation of item selection methods including the posterior weighted Fisher D-optimality method (PDO), the posterior 

weighted Kull-Leilber information method (PKL), the continuous entropy method (CEM), and the mutual information method (MI); Last, these 

methods were then compared with simulated data under three different bifactor pattern designs, using the original D-optimality method as the baseline. 

We conducted Monte Carlo simulation using a MATLAB program (R2010a) to write the CAT code and evaluate different item selection methods in 

terms of the correlation between real and estimated abilities, root mean squared error, absolute deviation, and Euclidean distance. 

The results showed that: (1) The information of the bifactor graded response model is easily obtained and it is the generation of the information 

of the 2-parameter logistic model; (2) Simulation results showed that for each item selection method, the correlation in high bifactor pattern was the 

highest, the root mean square and the absolute was lowest; (3) Under the same simulation condition, the CEM item selection method produced the 

highest correlation of real ability and estimated ability, lowest root mean square, absolute bias and Euclidean distance among all the item selection 

methods while the PKL method performed the worst according to these indices; (4) The PDO, MI and DO methods produced very similar results when 

fixing the test condition; (5) The Euclidean distance of all the methods showed that their difference became significant when the test length was larger 

than 20 items.

In conclusion, the dimension reduction method can be easily used to simplify the computation of item selection methods including PDO, PKL, 

CEM and MI. This method can simplify the multidimensional integration contained in each method to multiple 2-dimensional integrations. The 

simulation results further show that when the difference between the discrimination parameters of the group factors and those of the general factor are 

smaller, estimates of the group factors become more accurate and vice versa for the estimates of the general factor. Some problems like controlling the 

exposure rate, meeting the content constraint and item selection for mix-form test are valued to be explored further.

Key words   multidimensional item response theory, bifactor graded response model, computerized adaptive testing, item selection criteria,  

measurement precision


